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De Numero Radicum in JEquationibus Solidis ac 
Biquadraticis, five tertias ac quartae poteftatis, 
earumqj limitibus, tra&atulus Authore E. Halley. 

CUM in tracJatuIo, quem nuper publici juris feci in aclis 
hifce Philofophicis, Num. 188 j Methodum aperuijfem, 
qua Problemata folida utcnnq^ affeEta minimo negotio, ttnica da- 
ta Parabola & Circulo, JimpIiciJJhne confxrui pojjint ^ Jub finem 
rnihi fefe obtidit contemplatio jucunda fatis, nempe ex his Con- 
ftmcJionibus Numerum radicnm in qitavis ^Equatione, earumqi 
Limites ac figna facile confeqni ac detertmnari : quocireafidem 
dedi me brevi de hac materia dijjertatiunculam aliquam fcriptiu 
rum, in qna fi non Principibus, faltem fecnnda clajfis Geometris, 
me non ingratum nec inutile pr&fiiturum omnino perfuafum 
habui. 

Propius vero infpicienti mihi compertum eft, tne imprnden- 

tem inter ardua Geometrica iUajfum, ac jam iis traBandis de- 

fignatum, quibus olim laboravere Viri illufires Harriottus no- 

firas, ac Cartefius j> in quibus pari fato utriq; Paralogifmum, 

(forfan in eorum fcriptis Geometricis unicum) diverfo tamen 

modo, admifere\ uti pofthac probabitur: fed Quandoq^ bonus 

dorrnitat. Qua propter agnita rei tum dijficidtate tum pr&- 

Jiantia, totis viribus incumbere (iatui, ne promijfis exequendis 

impar crederer, ac ne Geometria pars tam eximia, tamq^ pamm 

culta, diutius tenebris involuta lateret } fed ope nojlra lucide 

his paucis expofita daretur. 

Imprimis vero LeBorem monitmn velim, quod dum his legen- 
dis operam dat, oportet pr&diffam dijfertationem Num. 188. 
editam, ad mamtm habere, ac ConftmcJiones ibidem tradiias pro- 
be callere j quia qux fequuntur ab illis maxima ex parte pendent, 
quas tamen hic repetere vix integrum effeU 
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Ex Cartefio & ex ibi diBis confiat^ tam in Cuhicis quam in 
Biquadraticis aquationibus, radices exponi pofje demittendo per- 
pendicula in Axem, datamve diametrum Parabola dat<e, ab in- 
terjedlionibus Cwv& illius cum Circulo. Cumq^ Circulus Para- 
bolam Jeccns, vel tn quatuor vel duobus pimciis eam interfecare 
necefje eji, confiat in Biquadraticis vel duas vel quatuor radices 
veras, Ajfirmaiivas vel Negativas., Jhnper haberi ; uti etiara 
fi forte Circulus iUamtangat, quo in cafu tqualitas duarumra- 
dicum ejufdem figni concluditur. InCubicis autem, quoniam u- 
na ex interfeBionibus ad ' Conjiruclionem rcquiritur, non nifi una 
vd tres reliqiidi radices dejignant unam vel tres •, uti in Cafu 
eontaBus, unde confiat duas xquales reperiri Radicis, Problemaq^ 
unde refultat xquatio revera planum ejfe. 

Cubica kaq-j omnes quomodocunq; affeBa una vel triplici ra- 
dice explicabiles funt, utiq; femper poffibiles, nempe fi radices 
Negativas pro veris admiferis : fic Biquadratic<e, quarum ter- 
minus ultimus rfigno — affeBaeJi, duabus vel quatuor. Afijl 
habeatur -f r in &quatione, eaq\ tanta fit, ut y GDq — a r, 
Cvide fig. pag. 341. ) minor fit quam ut Circulus, eo Radio ac 
centro G defcriptus, Parabolam contingere in aliquo punBo 
poffit, aiquatio aata omnino impoffibilis ejl, nec ulla Radice Ne- 
gativa vel Afjirmativa explicabilis : Sed de h'u plura in fe- 
quentibus. 

Ouoniam vero tanta intercedit differentia inter cafus Cubica- 
rum & Biquadraticarum, ut fimul comprehendi nequeant^ pri- 
•mwn Cubicas deinde alteras traBabimus. Cubica vero infini- 
tis Circulis in data Parabola confiruuntur, Biquadraticx autem 
-unico tantum (faitem his methodis) : id adeo quia ponendo z — Q 
five indeterminata aliqua, aqualem nihilo, aquatio Cubica re- 
duciiur ad Biqitadraticam eafdem radices cum Cubica habentem, 
atq^ infuper aliam ipft e <equalem, unde fit ut tot Circulis di- 
verfis conftrui poffit Cubica, qnot imaginari velis quantitates e, 
id efi infinitis. Inter has vero ConJiruBiones iila, quam dedi 
(pag. 342.) longe facillima eji. Huic tamen non multum cedit 
ajia, qua ad enuckatwnem Numeri Radicwn, earumq^ Bmi- 
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tum magis accommodata videtur, qu&q^ ortum trahit ex abia> 
tione fecundi termini,ponendo modo vulgari x=z -|- vel — tertia 
parte Coefficientis termini fecundi. H<sc aittem eft. Data 
Parabola A B Y (Fig. I.J ejufqj Vmice A, axe AE & La- 
tere reBo a, reducatur aqitatio ad formam confuetam, viz. z\ 
b z\ a p Z. aaq.= o. Deinde ad diflantiam ^b ducatur 
Axi parallela B K, dextrorfum quidemji fuerit -\- b, aliter fi~ 
nifirorfum, ParaboI<e occurrens in B, ac line& fuppofittz A B <?;i~ 
gatur perpendicularis utrinque interminata D P 5 axi occurrens m 
punSo G. De B zrc ^£»z demitte perpendiculum B C, d> ip~ 
Ji AC ^ztff G E femper <xqualis, ac verfits inferiora ponaUtr. 
Ab E _/zVtf EH=-p, furfnm quidem, Ji in aquatione fueriv 
-f- p, deorfum vero fi — p, ac e puntlo H (vel ex E Ji defuerit 
quantitas pj educatur perpendiculum ViQ_intermhiai<si DP c- 
currens in puntio O. Deniqae in lineA HQ^interminata, fiat 
OR = .; q, ab G dextrorfum fi fuerit — q, finifirofum fi -f- q, 
coilocanda : ac Circulus centro R, radio R A defcriptus, tot 
puntlis fecabit Parabolam, qitot A-quatio propojka veras habet 
radices ^ e<eq^ erunt perpendicula 7.,Y a puncJis interfeclionum 

Y in axi parallelam B K demiffa , quarum qua ad dextram line& 
B K AffirmativA funt, ad fmiftram Negativa. 

Hujus Conflrucliotiis commoditas in eo conftfiit, quod circnlo 
per Vntictm tranfeimte peragitur, perinde ac fi defuiffet fecun- 
dus Terminns , ideoq\ ad liadicum Numerwn determinandutn, 
fufficit Loci fitve Linea Curva proprietates perfpetias habere, 
qua fpatia difcriminai, ubi fi ponatur centrnm Circuli qui per 
ParaboiiC Verticem tranfeat, circumferentia ejus vel uno vei tri~ 
bus aliis punfiis eam fecabit^ hoc.efi Line<e curvm, in quam in- 
cidunt centra omnium Circulorum per verticem tranfeuntium ac 
deinde Parabolam tangentium, naturam definire. 

Locus autem iile efi Parabolois, quam cum Cl. Waliifio/?- 
micubicaiem appellare iicet, five in qua Cubi appiicatorum ad 
Axem fvtnt inter fe ut Quadrata portionum Axis. Cujus Latm 
reBum efi -/ Lateris recli datA ParabcU, Vertex vero punciwn 

V (Fig. I.) exiftente A V dimidium lateris recli ejnfdem 
Parabola. Hoc ejft 7 fi. ponatur Unitas pro latere reBo dat<e Para- 
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boU, ~ cubi ordinatim ■applicattt aquabuntur quadrato partis di- 
ametri, five cubus ex |- V H quadrato ex H R, fi fcih R fit 
centrwn circuli qui per verticem ParaboU tranfeat eamq\ deinde 
contingat^ Hac efi Cwva illa quam primus mortalium ISelius 
~$ofiras recltz dat& aqualem demonfiravit, eaq^ occafione apud 
Principes Geometras dudum celebris^ ejufq, proprietates Cl. 
Wallifius fub finem Libri de Cifibide, d^ Hugenius prop. %& 9 
de linearum Curvarum evolutione, aliiq; acri ingenio difquifi- 
vere, Quorum fcripta confulat LeBor. Hxc Curva utrinq; ab 
Jxe ParaboU defcripta, viz. V N L, VPX,fpatium complecfi- 
tur, in quo fi ponatur centrum Circuli, qui per verticem A 
tranfeat, interfecabit ille Parabolam in tribus aliis pnnllis^ Stia- 
tia vero ab Axe remotiora centra pr&bent circulis non nifi uno 
pr^ter verticem puncJo Parabolam fecantibus. 

His probe intelleclis jam ad determinandum Radicum nwne- 
rum accingimur : Ac primum deficiat fecundus terinhnts :, fitque 
Latus reclum 1, vel AV=!; In confiruclione VH ejl > p, 
H R vero { q^ cumq; fi fuerit -f- p, ab V verfus fuperiora 
ponendo fit ' p, centrum circuli extra fpatimn LV A femper con- 
ftituitur; ideoq-y una tantum radice explicabilis eji. afjirmativa 
fi — q, negativa fi -f- q: qua. quidem radiccs Oirdani Regulis 
invefiigantitr. Si vero fuerit — p, V H = ' p inferne poni- 
tur, ac fieri potefi ut H R cadat inter Axem & Curvam V X 
vel V L, fifcilicet Cubus ex | V H, five ex ' p, majorfit quam 
quadratum ex ■* q, five f 7 p p p major quam \ q q, quo in cafu 
tres dantur radices, du& Negativse, fi fuerit ■ — q, ac una Ajfir- 
inativa earum fummA aqualis ^ vel fi -f- q, dua AffirmativA 
unaq^ ISegativa. Quod fi — p p p minor fit quam .;. q q , 
■una tantum reperiturKadix, Jffirmativa fi — q, negativa fi 
-f- q. Atq-j hac pafjim docentur ab iis qni hanc Geometria par- 
iem tracfarunt. 

Jam adfint omnes termini, ac primum proponatur, Exempli 
caufa, mquatio hac z ! — z ! b -f-zp — q=o ^cui etiam Figuram I. 
adaptavimus. In hujus con/iruclione B C = jb, VG = -^C 
= „bb, VE bb, V H ;bb"—.:p, GH -;bb— ;p vel-p^- :bb, 
hinc H 0= ~b'— ;bp vel sbp — f- y b\ atq-j H lifive diflan- 
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tia Centri circttli R ab Axe, eji femper differentia inter lb p 
&> ~b' -f- '<!> quafi aquantur, centrum cadit in Axe^ fi .;.b p 
niajorfit quam ? ' 7 b 3 -f- 'q ad finijham Jxis, Jln niinor ad dex- 
tram. bi itaq\ Cubi ex 3 VB, (7;w <?/? £,*• ib b — ~p ^w^m 
nominemus C) Latits quadratnm five %/ d d d, inajus fit quam 
HR, J/r<? differentia inter ~b' -j- jq @ -*b pj reperitur cen- 
tnimR intra fprrhtm HF V, Parahdoidlbus VPX, VNL 
^c r<?£//2 /nterminata .0 N P circurfcriptnm ; ac proinde circu- 
lui Par bolam fscabhin tribus puviiis Y, Y, Y,ad dextram li- 
ne& ZKfitis, atq, ad'o <eqitatio tres habet radices Affirmati- 
vas. Centro vero exira hoc fpatiwn N V P ccnfiitnto, non ni- 
fi uva radice Ajfirmativa explicari fotefit. Jiic obiter notan- 
dum re&am D P Parabohidem V P X tanjrere in pttnito P, ex- 
ifiente EP „ 1 7 'b''} alteraw vero V NL Jecare in pvmdo N, 
zf^ z«" demtffo itt axem Perpendicuio N F, V F _//£ /w.r qrtarta 
ipjkis E V _//W ~ b b, N F two ,- ~ g b 5 . V W autem, qu& e 
fuiicio V axi perpendiculariter erecia linea D P cccurrit hi 
W, aqvxdis efi ^bbbfive --EP. 

Jjf/»c £«£<? concludiiur fi in aquatwie vel p jwtf/V _//£ ff i '.'?;« 
i.b b, u7 q ?^j<?r #w/z?« ~;b% «0« ?/?// ««#?« ^w^j afifirmati- 
vam raduem reperiri; Fallit itaq^ Reguia Cartefii (Edit, 
Amft. 1.659 M£- "°) 7 '^ ^ veras dari radices qttot fwit in 
&quat'ume mntationes fignorum -\- & • — prommciat, frufiira e- 
tirm in Ccmmentariis fuis Sphalma hoc excvfiante Schootenio 5 
JEingi enim pojfiunt hfinite phires ^quationes pr&cedentis formu- 
\a tres Jignorvm mutationes habsntis, qu& ttnam tantum quam 
qviA tres habeant radices. Propofitio etiam quinta SeBionis 
quintd?. Jrtis Analytica Harriotti Jfofiri, ttti Prob. 18 Iswne- 
rofot } ct>fi, Refbl. Vietas, vix fatis firma efl^ cura ex limiiati- 
onibvs quas ibi p-.fuerunt, toti paralieiogrammo P I V W id con- 
veniat^ qucd fidi fpatio NVP jam compeiere probavimus, hoc 
efi ut centruni pr&bsat circulo tribus aiiis pun&is prxter ver- 
ticera Par-.u>o!am fecante. 

jQitantitas autem q, five termhms nlt., datis b & p, ea lege 
%tt p minnr fit cuam ; bb, accurate limitatitr ex pracedente aqua- 
tione V d d d = -,' 7 b ; -f- ,q 00^0 p^ cum fciU Circidus Parabo- 
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lam contingat. Itaq\ iq minor efje debet quam lb p—~ ~b' -f- 
•\/ d d d j at fi p flw/flr fuerit quam kb b, majorem etiam ejfe o- 
portet r q ^«/m Ib p — - r -b ! — -^/ d 5 w<? c/z^i? centrum in fpati- 
olo N V W : Jtq-j his conditionibus mquatio femper triplici 
radice, expiicabiiis erit, aliter non mji una. Semper vero, Jive 
tresfive una, Affirmativm funt t ob poftionem cetitri R ad dex- 
tram iinea D P. 

Atq^ hic eji cafus maxime difjicilis, ita ut quicunq^ pr&mijfa- 
bene caiieai Jequentia facili negotio inteliiget. Detur jam a- 
q7,tatio ?J — b z* -f- p z -f- q = o. Hic ut tres habeantur ra- 
dices, oportet centrum circuli aiicubi intra fpatium P N A, 
reBis PN, PAe^ curva Paraboloidis N A defnitum, reperi- 
ri • quapropter cum E F Jit = I b b, p minor ejje debet quam 4bb j 
}am ad determinaiionem quantiiath q, exiftente d = I bb — Ip 
«£ atitea, i/ d d d -j- ~ b b b — Jb p Jemper major ejje debet 
quam I- q, ^t conftituatitr centrutn circuii in fpalio praditlo 
PNA: quod cumfit aquatio talis duas habet radices Affirma- 
tivas ac unam negativam. Si vero p majo. eji quam xb b, uel #q 
w<?/0r g»*?/* y d d d -j- ~ b b b — z b p, »0;? «z/* w;w ^2) w<?_ 
gativa radice expiicabilis efi. 

Proponatur jam aquaiio z 3 — bz 1 -— pz— -q=o. 77? &<?<? 
aquatio tres habeat Radices, oportei centrum circidi aiicubi inve- 
iiiri in fyativ indsfinlte^ inter retiam DF D & curvam Para- 
boloidis P X \ hic quantitas p non eji obnoxia iimitationibus, 
iq vero femper tninor ejje debet quams/ ddd — ~bbb— ibp, pofi- 
to d = i bb -f- vp : Eoc patlo du<z dantur Radices Negativoe, 
ac una Affirmativa\ aiiier verofi *q major fit quam ■%/ ddd— - 
— b b b — ib p, unica tantum Affirmativa exponi poteji. 
fhtartc ioco fit xquaiio z' — bz ! — p z -f- q — o, qua duas 
Affirmativas habet Radices ac unam Negativam Ji centrwn cir- 
culi reperiatur in Jpatio indefinito inter retlas P A, P D ac cur- 
vam Paraboloidis A L , hoc efi, (pcfito d = ?bb ~f- f p,) fi fq 
rainor fit quam V d d d -f- ~- b b b -|- ib p , fi vero ^q major 
hac quanthate fuerit, una tantnm Negativa inefi radix. 

Quatuor autem xqualimes reliquajnauibus babetur~\-b,quo- 
adlimitationem Numeri Radicum non dijjenmt apraditJis^Jifiz- 
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num termini ultimi mutetur, fervato figno termini tertiij quc 
vero Affirmativx. erant radices in illis hic fiunt Negativdt , & 
vice verfa. Sic in ttquatione z 5 — bz* + pz* — q =o. Una vel 
tres erant Affirmativ* Radices , in hac vero z* + bz l + pz 
+ q=o vel una nel tres Negativafunt, fub iifdem conditioni- 
bus , nulla vero omnino Affirmativa. Sic in z ; +bz'+pz — q=o, 
du<e funt Negativa & una Affirmativa, fi p minor fit quam 
fb b, ac *q minor quam *s/ d 3 + ™ b 5 — | bp, quemadmodum in 
z> — b z* + p z + q = o dua erant Ajfirmativte e^* una Ne- 
gativa , excedewlibus auUm leges p?<sfcriplas p vel q, una tan- 
tum hic efi radix Affirmativa, qua ibi Negativa erat. Pari mo- 
do in z' + b z % — p s -f- q = o vel du<z funt Affirm. ac una 
Netr, vel una Negativa tantum. Deniq; iifdem de caitfis in e- 
quatione z ? + bz ! — p z — q due fimt Negative <& una 
Affirm. vel una Aifi?m. tantwn, quibus in mquatione z 5 — bz* 
— pz-j-q due erant Affirm. & una Negativa, vel una Negativa 
tantum, nempe. prout *q major vcl mirwr fuerit quam V^-f 
£b'+fbp. ' , 

Si defuerit terminus tertius, five p z, centrum & femper ca- 
dit in linea I P E A, quocirca fi fuerit z' — b z\ -jf . — q 
ve l tf _j- b z 1 . $f. + q, una tantum efie potejl radix, fi — b 
Affirmativa, fi + b Negativa. Atfi fuerit z 5 — b z ! . *. +q 
vel z' + bz 1 . ■&. — q, due poffunt efie Affirmative ac una Ne- 
gativa in priore, vel una Affirm. & due Neg. in pofieriori, ca- 
dente centro in linea P A inter P ac A, hoc ejl ji iq minor fit 
quam ~ b 5 , fin major fuent, nna tantum Negativa in priore t 
vel una Affirm» in pofieriore dari poteji. 

HaBenus nwnerum radicum in Cubicis aquationibus plenius 
affecuti fumus, reftat, ut nonnulla adjiciam de quantitate radi- 
cum. Hic primutn notandum quod omnis equatio tres habens 
radices ope Tabule Sinuum, Trife Bione fcilice t anguli,fatis ex- 
pedite refolvi poffit , ponendo fcil. V |bb — *p vel V 4 d, fifue- 
rit + p in equatione, vel sj -ibb + *p, fi — p, pro Radio 
Circuli , Angulum vero trifecandum qui Sinum habeat in Ta- 

bula Sinuum ^- » ■ ~ ~-V ? , ' - Invento hoc angido, Sinus 
y dad ^ 
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tertia partis e]us,ut & \Sinus tertia. partis compl. adSemicirm- 
lum, eernmq; fum ma, ex Tabul a Sinimm dabuntur. Hi vero 
Sinus in Radium •%/ %b b -j- P ducendi funi, e^ habebuntur 
qua7ititat.es (y -SC, y <3c, y 5C 5 i« &£«) quarum& ;b velfitmma- 
vel differentia, prout cafus pofinlat, veras radices Aiqttatio- 
riis exhibebnnt. H&c cwnia ex inventis Car-ciii d&rk-ansur : 
Vt vero cafus omncs quaniwn fieri poffit hreviter comple *.< ar 3 di- 
co quod centro R, ir, prima xquationnmfor:-;;'da, cadente in fpa~ 
tio V G P, jecliones du£ Y , Y , cadiurt inter i £>■ „: ; . /J6' /??•#- 
£«</<? utraq^ ex winoribns radzcibus ininor efi quam . b, ?«*?£<«: 
autem & major femper fvperat fo, fuperatur vera a b. Quvdfi 
cadat in fpatio G N V, <!/2,'<e majores funt quam ib, minores 
vero quam ;b, £<?;.<?# f.we <?/? b — duabus alleris. ac proinde 
minor quam ib: fed adhibita limitatione qnantitaiis p, arBio- 
ribus terminis raiiicis imluduni-ur. M.axima enim radix mi- 
nor efi quam y ;'ob — *p -f- *b, «w/Vr *;<??•<? <?«/-;// y ?bb~-~ p 
-f-Sbj rf? f»w ^b.b *w/,w 5// <p<?;« p> /i;.w ?//r ;.?£ V fbb— vp 
-J-fb. &*<s<?V: niedia femper m;ior efi quam y *bb — p -f-^bj 
maior vero quam ~*'b — y vbb — fp ^ /??««■ v^ro limitem nun- 
ouarn excedii radix *rinhria, fed cum qurnthate q evar.efcit. 

Infecnnda fbrnniia prafcriptis lepfbus au& funi affirmativa ac 
imanegativa, ac cadmte centro infpatio G. >V E ahera ex affirma- 
tivis niajor eji, altera mivor quain Vo, major vero non excedit b, 

efi 

ntro 

efi 

ansm »b, ««M0r vero quam y fbb -J- »b, Negativa verofem- 
psr niinor efi quam ib, Limites auiem prnpriores ex data p <??;/?- 
«'#«?, radicis quidem maxwiA Ajprmativ&_\/ ^^Z"^ J ^ ^* 
qua fcmper miuor efi, tit & major quam \/ ?b b — ip -f- fbj 
/,;.<- tamen Unate ininor cfi allera Ajjirmativa, qua citm qnanti- 
tate H tn>nuhuri llegativa vero femper minor efi qttam 
y -;b6 -- - p — »b, ^c dficientc quantitate q evanefcit, 

Intertiafonmiiaduallegfiufunt ac una Ajjirmativa; inhac, 

ttt & 
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ttt <& in quaria, Radices non limitantur a quantitate b, Affir- 
mativa vero feniper minor eft quam V >b b -j- ^p -f 'b, tna- 
jor tamen quam y p -f- ib b -f Ib : maxima vero ex Nega„ 
tivis femper major eft quam V ib b -f 4 p — - ^ b, minor vero 
quam -*/ p -f- ib b — lb. Minor autem ex Negativis fempe*' 
minuitur cum minuta quantitate q. 

In quarta formula, cadente centro intra fpatium L A P D ; 
fi dua fint Affirmativa ac itna Negativa, maxima ex Affirma- 
tivis major effie nequit quam V p -f ^b b -f -)s,nec minor quam 

V fb b -f ^p -f fbj minor vero radix ab hoc limite minuitur, 
minuta quantitate q. Negativa autem minor ejl quam 

y jb b -f- |P — fbj major vero quam V p -f |b b — fb. 

Notandum vero hic radices Negativas ubiq, figno Affirmati- 
vo notari, quia h& funt radices Affirmativ/x. quatuor aquationum 
illarum, in quibus habitur -f- b, ac <\figno contrario notatur \ ut 
fupra monui. Horum omniwn demonflratio ex eo confequitur, 
quod ubicunq\ centrum circuli R incidit in Lineas Curvas 

V P X vel VAL, circumferentia ejus Parabolam tangit in 
punBo, cujus difiantia ab axe efi \/ f V H, eamq j fecat ex al~ 
tera Axis parte, ad dijiantiam 2 •»/ fVH j cum vero centrum 
cadit in lineam DP D, altera e'x radicibusfit =o, ac proinde 
Cubica reducitur ad Quadraticam, five ad z* — bz -f p=o cu- 
jus radices limites defignant ubi evanefcit quantitas q : ac quo^ 
minor eji q, eo propius ad has limites accedunt radices. Qua- 
dratica efi etiam cum centrum cadit in Axe; hoc efi, cum !q— 
lb p — -; b 5 in prima formula j vel |q = ~ b b b — f b p 
in fecunda j in tertia impojfibile ejl-^at in quarta cum f q = 
^b b b -f | b p j quo in cafu minor ex Radicibus Affirmati- 
vis efi fb, major ■s/ fb b -f p -f fb - 7 Negativa vero V f b b ~f p 
— fb. In prima, Radices funt fb & f b + ■%/ f b b — p. In 
fecunda vero formula, »b €$* V ^b b — p -f ib funt Affirmati- 

va: Negativa autem -*/ f b b — p — <fb. 

Atq-floac in Cubicis fufficere poffe videntur\ ob eximkm ve- 
ro Xffum Metbodi, qua opeTabuU Sinuum radices harum aquath 

E e e omm 



C w* ] 

mmm inventuntur, pUmit unwn vel ahentm exemphm adjtm- 
gere, ui praxis illius compendium hide innotefcat. Proponatur 
JZquatio z zz — 39 z z -f 479 z — 1881 = Oj quartmtur 
radices z. %/ fb b — j.p = V 9 f = V 4 £«jw duplum s/ 27?. 

mdius eji Cimdi; 6- '" b " b + y ■- •" " = »£L±W± 
, yddd 9tV?; 

— : — ~ -^ q ' / a^ ft f mus Tahuaris Anguli, hoc, eft, 

j?77<*?^ divificneope Logarithmorwn, Log. 9.9251 560, <;«? refooiu 
det, Anguhts 57gr. 19113. 1 is. I. Hujus tertiapars iQg, 6m. 245. 
& complementi &p%. 53111, §6s. Sinus dant Log. 9.514983. 
e£' 9.816011, #«z ducli inRad. V 37*- producunt Y 5C, &Y8C 
Log. 0.301030 = 2 d*Z.(3g. 0.601059 = 4, tertia vero YdC 
tequalis ejl eorum fummafive 6. ldeoq\ radices fant 13- — 4=9» 
13-— 2 = 11 & *3-jr6~i9, ex quibus Jingulis conflatur pradicla 
xquatio. Ubi Jyotandum duas minores radices non excedere 
rb vel 13, quia centrum R in confirutlione cadit ad dextram 
Axis j id efi ib p wi?w/« <?/? £»<«» ^ b ! ~j- #q. 

Exemplum alterum fit x J — i5x* — 229 x • — 525 = 0. 
d* quarantur radices. y »b b -f- f p = y' ioif = y d, d* itV. 

dius Circuli V 40 5 v. ^' ± ^ ^^^--lll+JZgv+iiif 

V d d d ioif V ioij 

= — t , — ——SinuiTabulariArcus, cujusLog. 9.9736426, 

C^» ^twj- z/?p 7Cgr. 14113. 22S. hujus pars tertia efl 23gr. 24111. 
471S. & complementi 36. 35. i2fj quorum Sitms Log. 
funt 9.599183 d" 9.775275, £»;£«; dwWfo» Ltg. V 4057/««^ 
L<?g. 0.903089=8 & Log. 1.079181 = 12, & eorumfumma 
= 20. ijtW concluditur 20 -f- fb W25 aquari radici Affir- 
mativa, & % & 12 — ibfive % & j Negativis. Quod fi x- 
quatio fuijfet x 5 -f-i5X J . — 229x4-525=0,3 &j fuijfent Ajfir- 
mativa j 2 5 v<??<7 Negativa. Catera autem Cubica ttnica 
tantum Radice explicabiles juxta Regulas Cardani refolven- 
d<a funt, pofcquam demptus fuerit fecundus terminus; nec vi- 
deo quo patlo minori calculo hoc negotium peragi pqffit. At fi 
defideretur radix hac in Quantitatibus b, p, q cxpreffa, dico 
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eam effe in prima formula, ib -f- vel-—fumma vel dijjerentid 
Radicum Cubicarum ex -\/ *qq — ■ rh P' b 1 -f- - b' q — f. b p q-f- 

+ rV P' ± TJ b ' + -*<1 — ib P : t,i;S * +'./ ^7 b' 4- f q «/r/or jft 
^«A'« f b p, #/&«• — ■ j Summa vero quoties \h b wtfjor <?/? yadw/ 
p ; //w *«/*«<?>* fuerit jb b, differentia. Inq^ c&teris formidu 
radix femper conflatur ex iifdem elementis y variatis tamen fii- 
nis -j- d" — , ut facile percipiet qui velit experiri, 

Ope vero Tabula Logarithtnica Sinuum Verforum Radices 
h& fatis prompte invenluntur j nempe fi Coefficientes Numen 
fint Surdivel fraBi,ac radicesNumeris ineffabiles - 7 utplerwnq^ 
fit. H<sc autem efi Regula ; Jn prima ac fecunda formida, ft 
fb b minor fit quam p j fit |p — -fb b = d, & pofita differen- 
tia inter %b p & ~ b' -f iq, hoc efl H R, in prima, ac inter 
-•■bp ~j- |q & rf b ! , infecunda, pro Radio^ inveniatur angu- 
lus cujus Tangens efi d -\/ d. T)ehide ut Co-finus hujus angidi, 
ad ejufdem Sinum verfum ; ita dijferentia pro Radio babita, ad 
quartum y cujus Latus cubicum trifecando Logarithmum habebi- 
tur ; ac divifo -jp — -fb b per hoc Latus Cub. e Qiioto fubdu- 
catur Divifor ; Refiduum erit quantitas Y <3c, in Fig. I. Hujus 
Refidui ac i b fumma, fi centrum cadit ad dextram Axis, aliter 
differentia earundem, Radix erit qunfita. Quod fi fb b ma- 
jorfit quam p, pofito K R pro Radio, fit d V d five difiantia 
Paraboloidis ab Axe, Sinus Arcus cujufdam } Hujus Sinus 
verfus ducatnr in Radium, five -fb p — ~b" 4- fq, ac trifeUo 
produtti Logarithmo, habebitur ejus Latus Cubicum, per quod 
dividatur |b b — fp. dico Quoti ac divtforis fummam eadem 
Lege additam vel ablatam ex ib, Radicem quxfitam exhibere, 
Ac par efi ratio in tertia ac quarta formidis, nifi qtiod ~b b b 
-f- f b p -f iq pro Radio affumenda efi, ac fb b -f- f p in 
s/ fb b -f- .*p jive d y d ^ro 5/»» -• Sed hxc pr&cepta exemplis 
fortaffe melius percipientur. 

Sit aquatio Cubica zzz — 1 7 z z -f 54 2 — 550, ac qu<z- 
ratur Radix 1 : Hic fb b major efi quam p, fed q major efl 
quam Cubus ex fb, ideoq\ una iantum Affirmativa Radlcs ex- 
plicabilis eft. Jani 4! — li- <?/? d, ac -- 7 1/ -f 7 p-,9 5/«z^ 
habenda efi, ad Radium -ff- 4-^75 — 153, Zjtfr^/? -—' : 

E e e 2 Jrcus 
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Jrcus vero competens fit 15gr.gm.49s. Hujus Sinus Verfi 
Log. 8.5362376. additus Log. Radii 2.3095913. dat. 0.8457- 
889. ctijus tertia pars 0.2819276. efi Log. Radicis Cubica 
1. 91394, quo divifore divifo ~ five d, fit Quotus 7.37281 5 
Quoti ac diviforis fumma, auBa addiiione ?b, jft Radix qu<e- 
fita, nempe. 14,9534, c\c. 

ExaBis Cuhicis Biquadraticas jam aggrediamur^ H& fem- 
per vel nullam, velduas, velquatuor Radices veras habent, qua- 
rum determinatio partim a Coejficientibus, partim a figno & 
magnitndine numeri abfoluti dati, pendet; Harum omnium 
ConfiruBionem generalem Cin N°. 188. Pag. 341J fatis con- 
cinnam prodtdi, quam LeBor jam vidifje fupponitur j Figuram 
tamen eo fpeBantem (Fig. II.) huc transferre vifum efi. In Con- 
ftruBione aquationis z 4 •— b z 3 -f- p z z — q z -f- r = o, fig 
8 D = Jb, A B = ~b b, B K = f, five dimidio Lateris reBi, 
KC = 2 AB = ;bb. KE = ;bb — ^p, AE— ?. = £bb— ip 
FE= t ^b 5 — ibp, rffEGs^-ibp + iq; quo faBo 
Qrculus centro G, Radio y' GD' — r, interfecabit Rarabolam 
vel nullo, duobus aut quatuor punBis, qu& perpendiculis in line- 
wn DH, Radices omnes z exhibent. Ut antem quatuor fint 9 
evidens efl centrum circuli alicubi confiitui debere intra fpati- 
nm, de cujus punBo quovis tria perpendicula in Cnrvam Para- 
froU demitti pojfint j atq; fimul radium minorem effe maximo ex 
ittis perpendicularibus, majorem vero medio. Quodfi centrttm 
conftituatur extra hoc fpatmm 9 ut non nifi una perpendicularis 
in Parabolam demitti poffit, qua majorfit radius \ velfi minorfit 
media ex tribus perpend. major vero quam minima ex illis, du& 
tantum poffunt ejfe radices - 7 nulla vero omnino datur, quoties 
radius yGD' — r minor efi minima ex tribus, vel una illa t 
quoties unatantum efi. 

Jam quale fpatium hocfit, quibufq^ limitibus difcernitur, 
ac quibus conditionibus radius Circuli minor vel majorfit pr&- 
diBis perpendicularibus, nobis refiat inquirendum - 7 ac primum 
quo paBo perpendicularis in Rarabolam demitti pojfit ofiendew 
dum efi. 

SisA 
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Sit ABC Parabola, A E Axis ejus, A V (Fig. III.) yjw/. 
Latus reBum, G punBum de quo demittenda ejl perpendicularis ; 
Ducatur Axi perpend. G E, ac bifecetur V E zw F, & ereBa 
perpend. F H ad idem Axis Latus, fiat FH = ;GE^ dico 
quod Circulus, Centro H, radio H A difcriptus, farabolam in- 
lerfecabit in punBis tribus vel uno Zj ad qua duBareBa G Z 
Curva Parabolide perpendiculariter infijlunt. 

TJt autem tres fint hujufmodi interfeBiones, oportet cen- 
trum circuli H ita collocari, ut fit intra jpatium Paraboloidibus 
(in Fig. I.) inclufum j hoc efl ut F H wi«w 0«/?;« y' ~ V F s 
y?W F H 2 »»';«« ^«^w £z/£w.r a } U F : atq\ adeo G E=4FH 
;«;«<?>• erit quam 4 y' ^ VF' ySW 4 V f? V E', hoc efl quadra- 
tum wGE minor erit quam ~ V E } . Coincidunt itaq, hi U- 
mites cum Paraboloidibus duabus ejufdem generis cum iis quibus 
in Cubicis ufi fumus, fedqitarum Latus reBum-duplo minor ejl, 
viz. 4t Lateris reBi ParaboU, hoc efi 2 / ipfius A V : ideoq^ 
ea ipfa efl linea Curva cujus evolutione generatur Parabola, fic 
demonfirante Hugenio j quamq; femper contingit linea D F, 
(Fig. II.) qua Parabola perpendiculariter infifiit in punBo D. 
PunBum autem P, five in quo contingit recJa D F Paraboloi- 
dem, centrum eft Circuli, qui radio D P defcriptus cum Para- 
bola in puncJo D coincidit, five ejufdem Curvitatis ejl j ut per 
fe fatis conftat. 

Defcriptis itaq^ hujufmodi Paraboloidibm V X P, V N A 
(Fig.U.) utrinq; ab Axe^ perfbicuum efi quod, nifi centrum 
Circuli confiituatur intra hos limitcs, non pojfit ille pluribus 
quam ditobus in punSiis Parabolatn interfecare : unde determi- 
nare licet quibus fub conditionibus CoefficUntes terminorum in- 
termediorum coercentur^ in aquationibus Biquadraticis, ut hahe- 
antur quatuor radices. Ac prima frcnte clarum efi p majorem 
ejfe non pcffe quam |b b ( fcih in formulis ubi habetur -4- -p) 
nec q quam - l6 b'\ Generalher vero ~b' J r -Jpb^jl^q, id 
ejl diftantia centri ab Axe E G, minor ejfe debet quam E H 
=4 V r.VE\ hoc eft ( ob V E == -J 6 b b + -ipj quam ib b 
+ |p V Ti b b -j- vel — ^p ; fignis -j- & — in dubio relifiis, nt 
fecundum aquationis cnjufvis naturam variari pojfint; qztem- 

F f f admodum 
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admadum in CiMcis fuperius oftenfum efi j ac nollem dotiis tx- 
dium injicere, aui difcentibus fmgula particulatim rimandi vo- 
luptatem ac exercitationem pr&ripere, 

Termint autem ultimi r limitatio eadem facilitate inveniri 
vequit *, iJ adeo, quia Problema fit Solidum, tn Curvam Para- 
boU demittere perpendicularem, quodq; non fne folutione m- 
quationis Cnbic<e refolvi pofjit. Itaq^ prima loco deficiat fecun- 
dxis terminus, vel Ji adfuerit, toilatur, ut aquatio habeat Jormu- 
lam z 4 . ■¥:. pz J . qz. r. = o. Ac fi fuerit • — r, femper duabus 
vei quatnor Radicibus expiicaripotefi; ut autem quatuorfint, o* 
portet centrum circuii intra Parabohides pr&ditlas confiitui, 
five tit fit — p, ac q q minus qnam ~p ! five cubo ex 'p. Deinde 
habeantur radices <equationis hujus y'. #. ip y. -^q •= o, 
qitantitatibns p & q iifdern Jignis annexis quibus in Biqnadra- 
tica. Hoi autem Radices auxiiio Tabula Sinuum fatis expedite 
mveniuntur. Inve?itis autem tribus iliis y, (q U/z funt ordi- 
natim applicattz ad Axem Parabola, de punttis ubi incidunt per- 
p-e?idicula in Curvam ejus. fciLZiY in Fig. IILJ pyy — ^y* 
ex minore y, quantitatem maximam r defignabit, ji fuerit — r j 
qua fi minor fuerit r, aquatio quatuor habebit radices,aliter du- 
as. Aft fi fuerit-j-r, oportebit eam minorem effe quam 3y* — pyy 
ex media y, namfi majorfit, non nifi duas habere poteft radices, 
Jaltem (i minor fit r quam 5 y 4 — p y y ex maxima y. Hac 
■vero Ji major fit, nulla omnino radice vera explicabilis e(i aqua- 
tio. Hi vero iidem limites aliter defgnantur ex quantitate q, 
Jcil. 'qy — y 4 in primo caju, y A — -).qy in fecundo, ac y 4 
-j- -;q y in tertio. 

Fieri aiitera potefl ut diitz minores quantitates y non longe 
diftent ab invicem, unde evenit quod utraq; ex perpendicuia- 
ribus major fit quam recia G A, fcil. cum q q majus fit quam 
■~p', minus vero quam ~ p ; ; cadente centro intra fpatium Pa- 
raboloidibus utriufq^ Figur^ I & 11 interjeBum. Hoc in ca- 
fu, fi fnerit -f- r, non niji dita pofjunt ejfe radices, exifente y* 
-f- =q V ex fnaximav^ major quam r j aliter nulia. Atfiiqy 
— .y* ex mrnima y, i/iajor fuerit quam r figno — notata, r vero 
jnajor qitam jq y — y 4 ex media v, tunc habentur quatuor ra- 

dices 
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dices^ at dua tantum fi vel major priore vel itrinor poferiore 
inventa fit r. 

Si vero in aquatione fuerit -f- p 3 vel fifit — p ^S q q ma- 
jus fuerit quam - ? -p ; , «quatio y'. -^f. '.p y. '.qunicatantum ex- 
plicatur radice y ; hoc efl uua tanlum perpendicularis de centro 
Circnli demitti potefi : wide certo eoncluditur duas tantum ra- 
dices haberi poffe in #quat'wne data, quarum fumma, fifuerh 
■ — r, cum quantitate r augetur ; at ffi habeatur ~f- r, obtenta 
quantitate y, qnantitas illa r minor ejfe debet quam y 4 -f-;q y j 
nam f ea major fiit, <cquatio propofita abfurda & impoffibilis 
eft. 

Longum & fuperfhwm ejfet omnes hujus cenfus aquationes 
percurrere, cum ex jam ditiis attendenti fatis evidens ft. qua 
JSegativa, qvui Affirmathxa fint \ atq, quod Radicum harum Li- 
vrites ex quantitatibus invenlis y petantur. In exemplwn ve- 
vo, quod cuivis in cMeris imitari licet, proponantur indagandi 
limites five conditiones^ fub quibus in.JLquatione Biquadratica 
4 Radices Ajjirm. dari poffint. Hoc auteni fit quolies centrum 
circuli G ponitur in fpatio U P K", (Fig. II.) ac firnid habetur 
-f- r five Circuli radins minor quam G D: Unde patet, aqua- 
tionem de qua agitur hujus effh formula z — b z' -J~ p 2," 
« — qz~j~r=o; p vero majorem e.ffem non poffe quam |b b, nec 
-'pb hoc in cafu, quam '- 6 b' ~j~ -*q; deinde opus efl nt ip b ;p 

~ r>i V A ~ ! ~ — >>P wajor fit quam „~b' -\- {q — «p b ; & ex his 
limitibus certo conffabit centrum intra fpatium UPK inveniri. 
Ut vero definiatur quantitas r, folvenda primum efi Cubica 
y>. . Y , — J b* — . ;p y = ^b 5 4- *q — fp b; & habebuntur 
punBa, in qua perpendiculares dc xentro in Curvam ParaboU 
cadunt. 

Inventis auiem tribus valoribus hujvs y, r minor effe debet 
quam f, b' -f- $b q — ■ ~b b p -f gy" — >b ! y y -\- p y y ex 
media y, major vero qnam f 6 b 1 -j- ;b q — - b b p -f- 5 y 4 
— ■ s b J yy -j- p y y ex minima y. Hos vero limites fi excedat r, 
non niji dua Radices haberi poffunt. Deniq^ fi ~j- b v -f- ^b p 
— ~b b p -f- 3 y ' — .;b b y y -j- p y y ex maxima y, minor fu~ 
er.it qnani r, ^qnatio propofha impoffibilis e(f, 
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Accidk etiam ut quatuor fint Affirmativa, eum Centrum G 
confiituitur in fipatiolo V T S j dulia fcil. R T S perpendicula.. 
ri in medium fuppofita line& A D ; ijfw autem fit cum p majof 
efl quam ~b b, ^c ibb — =p V ~bb — ip major quam ;pb 
TT»b b b — *q.' i?«0 *» cafiu fiemper dua y aliquando tres ex 
Radicibus fiunt majores quam |b. 

JSfotandum vero hic hmitem illum ex minima y produBum % 
aliquando negativum fieri, Jive minorem nihilo\ quoties fcil. 
maxima ex tribus perpendicularibus major efi: quam G D. 
(Fig. II.) Hoc fi acciaerit quantitas -f- r a limite prxficripto 
ex media y, in nihilum minui potefi. DefieBus vcro limitis ex 
minima y monftrat quanta pojfit ejfe — r in aquatione, fiihabe- 
antur tres radices Ajfirmativa ac una Negativa \ quamfi exce- 
dat, non nifi dita, altera Affipnativa, altera Negativa, dari 
pojfunt. H<ec autem omnia denwnftrantur ex eo quod pr&diBz 
limites quantitatis r, fint dijferentia Quadratorem linea G D 
& perpendicularium in Curvam ParaboU. 

Ob perplexas vero cautiones, qitas parit in aquationibus hifi- 
ce fiignorum diverfiitas, prmftat femper fecundum terminum tolle- 
re, ac deinde juxta pracepta jam tradita radicum 7imnerum ac 
jigna inquirere j prxfiertim fi qttantitaies illa. y non multum di- 
fient ab invicetn. Ex quatuor autem hifce radicibus Affirma- 
tivis, dutz fiemper fiunt minores quam ib, dua vcro majores j 
nempe fii D G minorfit quam A G, five |p b quam — b 5 -J- q. 
Tres autem minores fiunt quam fb, quoties perpendicidaris me- 
dia, five ex media y inventa, major eft quara A G, five Jbby 
major quam gy' — p yy ex eadem media y r jQuarta vero & 
maxima radix major eft quam maxima y -f- ~o j ^quatuor au- 
tem difierentia ipfius h & funnna caterarum trium radicum, 
ideoq\ minor efi b. Sed jam Manum de Tabula • Fortajfis 
illi qui naturam Parabol<e penitins perfpetlam habent, majori 
compendio h<xc omnia peragere valebunt; at fi quantitates ha 
cmnes b. p. q. & r, abfiq^ refiohttione Cubiccz <vquationis rite 
determhiari poffint, non fiine caufia ambigitur j qu<s.cunq\ enim 
aquationibus planis hac in re fi/mt 3 noit veros limites, fied ap- 
proxiauitioms tantum exhibent. 

An Accoimt 



